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I. CARACTERISATION D UN SYSTEME QUANTIQUE 

1) Postulats 

Pour decrire une particule en mecanique classique, on l'assimile en general a un point 
materiel de masse m; son mouvement est determine si l'on connait, en fonction du temps, le 
vecteur position r(x, y,z) et le vecteur vitesse v(x, y,z) . Toutes les grandeurs physiques 
(energie, moment cinetique...) que l'on peut associer a la particule s'expriment en fonction de r 
v . Une particule est definie si l'on connait en particulier son energie et son impulsion. Ainsi, en 
mecanique classique, la connaissance de l'etat d'un systeme physique est equivalente a la 
connaissance des grandeurs associees. Cette equivalence n'a pas sens en mecanique quantique 
car on distingue l'etat du systeme et les grandeurs physiques et on postule : 



i) L'ETAT d'un systeme physique est defini, a un instant t fixe, par la donnee d'un ket 
| appartenant a I'espace des etats (espace de Hilbert). 

II faut noter que, comme ^ est un espace vectoriel, toute combinaison d'etats possibles du 

systeme est aussi un etat du systeme (principe de superposition). Par ailleurs, la normalisation 
des kets permet une interpretation physique. 

ii) Une grandeur physique mesurable A est representee par une OBSERVABLE A: 
operateur lineaire, hermitique et dont les vecteurs propres forment une base orthonormee 
dans £>. Cette observable agit sur les elements de h ) . 

Toute observable ayant un equivalent en mecanique classique se construit a partir des 
observables X, Y, Z, Px, Py, Pz (position et impulsion) par la regie de correspondance: 

A(x, y, z, p x , p y , p z ) ==============> A (X, Y, Z, P x , P y , P z ) 



Cette correspondance entre l'expression des grandeurs physiques en mecanique classique et 
leur representation operatoire en mecanique quantique, porte le nom de principe de 
correspondance. 



2) Conditions quantiques. Regie de symetrisation 

Entre les observables positions R a et impulsions Pp, on etablit sans difficult^, les relations 
de commutation suivantes : 

[R a , Pp] = ih 8 a p avec a,P = x,y,z et en posant R x =X , R y =Y, R z =Z 

[Ra , Rp] = 0 1 etant l'operateur identite 

[Pa,P P ]=0 

Ces conditions quantiques imposent une regie de symetrisation. En effet, on a: 
x Px — PxX alors que XP x f P x X 
De plus XP x (ou P x X) n'est pas un operateur hermitique : 

(XP x ) + = P x + X + = P x X f XP x . 



II faut done symetriser le produit en le remplagant par 
principe de correspondance: 

Xp x : Symetrisation 



Xp„ +p x X 

et ensuite utiliser le 



xp +p x x 

et Principe de Correspondance 



XP x+ P x X 



En consequence, pour representer une grandeur physique mesurable A par une observable 
A, il faut prealablement symetriser, dans l'expression classique de A tous les produits de 
grandeurs dont les operateurs representatifs ne commutant pas . 



Cours de Mecanique quantique I 



48 



Chapitre 4 





On pourrait, a titre d'exercice, ecrire l'operateur H representant la fonction de Hamilton Si 
classique associee a une particule de masse m et de charge q plongee dans un champ 
electromagnetique {%, H ) : 

^(r,p,t) = ^[p-q^(r,t )] 2 +q<U(r,t) 

ou SL et U sont les potentiels vecteur et scalaire dont derivent les champs IB et £ 
respectivement. 



II. POSTULATS SUR LA MESURE 

En mecanique classique la valeur, a un instant donne, des diverses grandeurs physiques est 
parfaitement determinee lorsqu'on connait l'etat du systeme a cet instant et on peut predire de 
fa§on certaine le resultat d'une mesure quelconque. La mecanique quantique rejette totalement ce 
point de vue en raison du comportement probabiliste associe au systeme physique. Elle 
considere que la connaissance de l'etat du systeme ne permet que de prevoir la probabilite pour 
que la mesure d'une grandeur physique donne tel ou tel resultat. Cette attitude fondee sur des 
faits experimentaux est a la base des principes suivants : 

1) Principe de "quantification" 

Enonce : Une mesure de la grandeur physique Sine peut dormer comme resultat que I'une 

des valeur s propres de l' observable A correspondante. 

Remarques : 

- Une mesure de J?.est toujours reelle puisque A est par definition hermitique. 

- Lorsque le spectre de A est discret, les valeurs mesurees de Si sont alors des quantites 
discretes; on dit que SI est quantifiee. Ce principe n'implique pas que toutes les grandeurs sont 
quantifiees. Des observables representant des grandeurs telles que la position, l'impulsion... ont 
des spectres continus. 

2) Principe de decomposition spectrale 

Ce principe donne la regie permettant de calculer la probabilite d'obtenir telle ou telle 
valeur propre de A. Supposons que le spectre de A est discret et soit {ai,a2,...a n ,.... } l'ensemble 
de ses valeurs propres que l'on considere simples et notons par |O n ) le vecteur propre associe a 
a n . Le principe est le suivant : 

La probabilite tP(a„) d'obtenir a n comme resultat de mesure de la grandeur Si representee 
par l' observable A est : 

4>(a„) = |(4>„ |T)| 2 

ou | est l'etat quantique norme du systeme au moment de la mesure de Si 



Consequences 



* Si | X F)= |O n y — > ^a n )=^O n |O n y =1— > le resultat de la mesure est connu avec certitude. 

* si I'fW |o n ) , on verifie que Z^a n ) =1. En effet, comme A est observable, tout ket I 



peut s’ ecrire : *F ) = IXl^n) et,ona: 
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I «a„) = S <®n I'*') =EE<®n|cJ® m } = ZZU>„|® 



= ZZ< 



m 8 nm = E C n = /*F = 1 (si ^ est norme a l’unite 



n m 



Remarques : 

- Dans le cas ou a n est g n fois degeneree, P(a n ) est donnee par : 



§n 



O' 



*F 



= E 

i=l 

- Dans le cas d'un spectre continu, on definit une densite de probabilite p(a) = dfBa)/da 
ou dP(a) est la probabilite d'obtenir un resultat compris entre a et a + da . 

Avec : A | W a ) = a| W a ) et | X F) = I da C(a) | W a 



p(a) est donnee par I C(a) I ' 



W a W 



done dP(a)/ : 



w a w 



da 



3) Principe de reduction du paquet d'ondes 

La mecanique quantique considere que lorsqu'on fait une mesure, on perturbe en general le 
systeme physique, c'est a dire que l'etat quantique du systeme n'est plus le meme apres la mesure 
qu'avant. Ce principe indique quel serait l'etat du systeme apres la mesure. 

Considerons un systeme physique dont l'etat avant la mesure est decrit par le ket *F^ 
norme et supposons que l'on mesure sur ce systeme la grandeur A representee par l'observable 
A. On sait que cette mesure ne peut donner comme resultat que l'une des valeurs propres a n de 
A. Quand a n est une valeur propre simple de A, on postule : 

Immediatement apres la mesure, l'etat quantique du systeme est | O n 'j : vecteur propre de 
A associe a la valeur propre a n et non plus *F^. ( | O n ^ dun facteur de proportionnalite pres). 



Consequence : 

Toute mesure ulterieure (mais avant que le systeme ait le temps d'evoluer) de A donnera 
alors de nouveau a n mais cette fois avec certitude. 

Dans le cas ou a n est g n fois degeneree, on postule qu 'immediatement apres la mesure le 
systeme est dans l'etat : 



9 



] Sn 

kS c; ' 



. v §n 

OJ., ) avec K = E c 

/ i=l 

En introduisant l'operateur projection P n des etats sur le sous-espace propre ^ n associe a a n : 

P »=Z|®n)( < I > !, => Pn|' P )= Z C 1. | « ('P|Pn|' P ) = Z|d| 2 

i i i 

et, on peut enoncer le principe de reduction de paquet d'onde comme suit : 

Immediatement apres la mesure, l'etat du systeme est la projection normee de I A*) sur le 



sous-espace propre associe a a n ; soil : 

V(^l p n|^> 

Ainsi, on peut dire que le resultat de l'interaction du systeme avec l'appareil de mesure est 
en quelque sorte de "projeter" l'etat du systeme sur le sous-espace propre associe a la valeur 
propre obtenue. 



Cours de Mecanique quantique I 



50 



Chapitre 4 





III. EVOLUTION DANS LE TEMPS DE L'ETAT D UN SYSTEME 



1) Postulat 

Connaissant I'etat quantique, v P t V d'uri systeme a un instant to, I'etat de ce meme 
systeme a un instant t quelconque (to<t) est I'etat solution de V equation de Schrodinger : 

oil Hit), le hamiltonien, est V observable correspondant a I'energie totale du systeme. 



Consequence : 

La norme du vecteur d'etat d'un systeme reste constante au cours du temps. C'est la une 
condition necessaire de coherence de la theorie qui decoule de l'hermiticite de l'hamiltonien H. 
En effet, on montre facilement que : 

I'Pj-) = 0 ===^ Norme de | ^ ) = constante 



Remarques : 

* L'equation de Schrodinger est une equation differentielle du premier ordre en t, la 
connaissance des conditions initiales jointe a la resolution de l'equation permettent de determiner 
sans ambiguite i'etat quantique du systeme a un instant t quelconque a condition qu'on n'effectue 
pas de mesure sur le systeme entre temps. 

* Cette equation est lineaire, on verifie bien que toute combinaison lineaire est aussi 
solution de l'equation. 

* Si le systeme est soumis a un champ de force invariable dans le temps, le hamiltonien est 
independant du temps: H(t) = H. 



2) Cas du systeme conservatif 

Un systeme est dit conservatif si son hamiltonien H ne depend pas explicitement du temps 
c'est a dire que son energie potentielle est independante du temps. 

Soient | <D n 'j et E n vecteur et valeur propres de l'observable H, done H | O n = E n | O n ) 

H etant une observable ===> ^C n (t) |O n ) 

n 

avec: c n (t) = (<D n |^ t ) et (O n |O m ) = 5 mn 
En portant dans l'equation de Schrodinger, on etablit facilement que I'etat quantique | 'P t 'j 
s'ecrit: 



^t) =Ic n (t 0 )e 



-iE n (l-t 0 )!tl 




n 



La dependance en t est alors parfaitement precisee. 



Remarque : Pour determiner | v T / t \ , on peut utiliser l’operateur devolution U(t,to) ; 
soit : | x P t ) = U(t,t 0 ) |Y t=0 ) 

-}H(t-t 0 ) 

On montre facilement que U(t,to) = e 11 
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